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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: : 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

Cc) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4, UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 


También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 
*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
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Objetivos 


El principal objetivo de esta unidad es introducir el concepto de grupo. 


Después de haber trabajado esta unidad, debe usted estar en capaci- 
dad de: 


(i) explicar lo que significa una operación de simetría; 
(ii) construir la tabla de simetría de una figura (sencilla) geométri- 
ca dada; 
(iii) establecer un conjunto de axiomas de grupo y probar ejemplos 
particulares de estructura de grupo; 
(iv) deducir resultados sencillos a partir de los axiomas de grupo; 
(v) encontrar grupos de simetría de expresiones algebraicas; 
(vi) definir el término permutación; 
(vii) establecer el teorema de Cayley y entender su demostración. 
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Glosario 


GENERAR 


GRUPO 


GRUPO ABELIANO 


GRUPO CICLICO 


IGUALDAD DE 
OPERACIONES DE 
SIMETRIA 


OPERACION DE 
SIMETRIA 


ORDEN 


PERMUTACION 


SUBGRUPO 


vi 


Un subconjunto S de un grupo (G, >) genera 
a G si, para todo a E G, podemos expresar 
a como una combinación (usando +) de ele- 
mentos de S. 


Un grupo (G, +) es un conjunto G, dotado 
de una operación binaria +, que verifica 
cuatro condiciones particulares. Véase la 
Sección 30.2.3. 


Un grupo abeliano es un grupo (G, >) tal 
que 


goh=hog 
para todos g, h E G. 


Un grupo cíclico es un grupo generado por un 
solo elemento. 


Dos operaciones de simetría S y T sobre una 
figura (o sobre una expresión algebraica) son 
iguales si, y solamente si, la imagen de cada 
punto de la figura (o la imagen de la expre- 
sión es la misma en S que en T. 


Una operación de simetría sobre una figura 
en un espacio es una aplicación rígida del 
espacio en sí mismo, de manera que la figura 
permanece invariable. 


Una operación de simetría sobre una expre- 
sión algebraica es una aplicación donde la 
expresión permanece invariable. 


Un grupo (G, +) de n elementos es de orden 
n. Si G no es un conjunto finito, entonces se 
dice que el grupo (G, +) es de orden infi- 
nito. 


Una permutación en un conjunto de elemen- 
tos S es una función uno a uno f tal que 
f(S) = S. 

(S, +) es un subgrupo de un grupo (G, >) si 
S es un subconjunto de G tal que (S, o) es, 
a su vez, un grupo. 
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Notación Página 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen en el 
texto. 


o Una operación binaria. 13 
(G, >) Un grupo que consta de un conjunto G y de una opera- 
ción binaria + definida en él. 29 
e El elemento identidad de un grupo. 29 
R? El conjunto de los números reales positivos. 31 
RE El conjunto de los números reales negativos. 31 
a El cuantificador existencial (“existe un x tal que”). 41 
V, El cuantificador universal (“para todo x”). 41 
Es El inverso del elemento g de un grupo (G, o). 42 
Pr La permutación definida por el elemento h de un grupo 46 
(G, o): 


Pr:8——>hog (ge G). 
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30.0 INTRODUCCION 


En esta unidad usamos la idea de simetría para introducir el concep- 
to matemático de grupo. Un grupo consiste en un conjunto dotado de 
una operación binaria, que verifica ciertas condiciones. 


El filósofo A.N. Whitehead (1861-1947) observó que “El objetivo del 
pensamiento científico es ver lo general en lo particular, y lo perma- 
nente en lo transitorio”. Esta observación es de particular interés en 
la teoría de grupos. 


Por ejemplo, es posible que un mismo grupo surja de tres situaciones 
que aparentemente son muy distintas unas de otras; pero construyen- 
do un grupo para representar cada situación podemos extraer la es- 
tructura general de los detalles particulares y, mediante ese proceso, 
podremos observar que algunas veces los detalles oscurecen las pro- 
piedades más generales (y quizás las más fundamentales). 


¿Qué decir de la segunda parte de la observación de Whitehead? La 
simetría está relacionada con ciertas aplicaciones, llamadas operacio- 
nes de simetría, que dejan invariables ciertos conjuntos de puntos. 
(En esta unidad usaremos la palabra aplicación en vez de la palabra 
función porque resulta natural hablar de la aplicación de un conjunto 
en otro. Sin embargo, todas las aplicaciones que discutimos son, de 
hecho, funciones uno a uno.) En las últimas unidades hemos discuti- 
do aplicaciones del plano en sí mismo. Si trazamos una figura en el 
plano, entonces algunas de esas aplicaciones dejarán inalterable la 
forma y el tamaño de la figura, cualquiera que ésta sea. Por ejemplo, 
la forma y el tamaño de una figura cualquiera permanecen invariables 
en una rotación del plano alrededor del origen, aunque, en general, la 
posición de la figura se altere. ¿Qué le sucede a un círculo, de centro 
en el origen, si el plano gira un ángulo cualquiera alrededor del ori- 
gen? Permanece donde está: su posición es invariable. ¿Qué le sucede 
a un cuadrado, de centro en el origen, si giramos el plano un ángulo 
recto alrededor del origen? Permanece donde está: su posición es in- 
variable. 


Ya hemos discutido acerca de los elementos del dominio de una fun- 
ción que no son alterados por la función (véase la Unidad 23, Sección 
23.1.1). Definimos un elemento invariable en una función f como un 
elemento a del dominio de f tal que 


fía) = a, 


y un conjunto invariable en una función f como un subconjunto A del 
dominio de f tal que 


f(4)=4. 


La investigación de las propiedades invariables de las aplicaciones 
particulares pueden proporcionar una visión importante de una situa- 
ción. Por ejemplo, ¿cómo podríamos describir la idea de simetría? El 
círculo tiene simetría, y esto podemos reconocerlo matemáticamente 
porque cualquier rotación del plano alrededor de su centro deja el 
círculo donde está: el círculo es un conjunto invariable en la aplica- 
ción rotación. Un cuadrado tiene simetría, pero no la misma simetría 


del círculo. Solamente algunas rotaciones | esto es, las correspondien- 


EEES T s 0% : 
tes a múltiplos de 3 aplican el cuadrado a sí mismo. ¿Describen com- 
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A. N. Whitehead 


pletamente estas rotaciones la simetría del cuadrado? ¿Hay algunas 
otras aplicaciones en las cuales el cuadrado es un conjunto invaria- 
ble? Las respuestas a preguntas de esta clase permiten formarnos 
una idea de las propiedades del cuadrado. El mismo principio se pue- 
de aplicar a situaciones nuevas y que no son familiares. Encontrar 
cuáles son las aplicaciones que dejan invariables ciertas propiedades, 
es algunas veces una gran ayuda para la investigación de una nueva 
estructura. 


En esta unidad nos ocuparemos de la simetría de muchos objetos que 
nos rodean. 


Desde los cristales y la estructura molecular hasta la imponente ar- 
quitectura, la simetría desempeña un papel de gran importancia. 


En el desarrollo de esta unidad trataremos de formalizar lo que enten- 
demos por simetría (en términos de aplicaciones) de modo que poda- 
mos analizar matemáticamente la simetría de una figura dada. 


En el camino emplearemos un poco de tiempo en el desarrollo de una 
herramienta que es útil en el trazado de gráficas; usaremos cualquier 
simetría que pueda ser identificada algebraicamente antes de comen- 
zar el trazado de la gráfica. 


Una vez que hayamos discutido la simetría de algunas figuras geomé- 
tricas, observaremos ciertas propiedades que son comunes a otras 
muchas estructuras matemáticas y que nos llevarán a la definición 
del concepto abstracto de grupo. 


Pero eso no es todo lo que hay acerca de los grupos. La teoría de gru- 
pos es una rama completa de la matemática y toda ella se deriva de 
cuatro propiedades que estableceremos en esta unidad. Pero aun para 
aquellos que no están interesados directamente en la teoría de grupos, 
esta materia es de suma importancia. Es el fundamento de gran par- 
te de la matemática que se utiliza como herramienta en las investiga- 
ciones matemáticas y científicas. 
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30.1 SIMETRIA 


30.1.0 Introducción 


La palabra simetría por lo general sugiere dos ideas ligeramente dife- 
rentes. La primera connota un sentido de armonía y proporción, y es 
la base de algunos análisis racionales de la experiencia estética. La 
palabra es de origen griego, y el concepto siempre ha sido de mayor 
importancia en el arte y en la arquitectura. Las pirámides de Egipto, 
los templos de la América Central, China e India, las decoraciones 
“primitivas” de la cerámica y de la ropa encontradas en todo el mun- 
do, demuestran un aparente deseo del hombre por la regularidad que 
se implica de la simetría y orden de sus diseños. 


La segunda idea sugerida por la simetría es, precisamente, la sime- 
tría exacta y geométrica, cuyo mejor ejemplo está en la simetría bila- 
teral de la izquierda y la derecha, que se encuentra tan frecuentemen- 
te en la naturaleza. Se dice que un objeto es simétrico respecto a un 
plano si el objeto es llevado sobre sí mismo por medio de una reflexión 
en el plano, donde la palabra reflexión se usa en el sentido de refle- 
xión en un espejo. Observe que la expresión es llevado sobre sí mis- 
mo por medio de una reflexión contiene la noción de una aplicación, 
y sobre sí mismo contiene la noción de la invariabilidad del objeto en 
la aplicación. En otras palabras, un objeto es simétrico respecto a un 
plano si queda aplicado a sí mismo por la reflexión de cada punto del 
objeto en el plano dado. Nos referiremos al plano como a un plano de 
simetría del objeto. En el caso de un objeto plano nos referiremos a 
una recta de simetría (en vez de referirnos a un plano perpendicular 
al objeto a lo largo de una recta en particular). Este es el punto de par- 
tida de un análisis matemático exacto de la simetría. 


Las dos ideas de simetría no están muy separadas entre sí. Por ejem- 
plo, aunque la mayor parte de las personas parecen presentar una si- 
metría respecto a un plano vertical, hay pequeños detalles que destru- 
yen la aparentemente exacta simetría geométrica. Pocas son las 
personas que tienen los dos brazos de la misma longitud, o manos del 
mismo tamaño. Los mismo puede decirse de la mayoría de los objetos 
que ilustran este texto. A primera vista parecen ser simétricos, pero se 
apartan de la simetría en algunos detalles. Con frecuencia ocurre que 
una forma o una colección de formas es famosa porque, precisamente, 
presenta alguna pequeña variación que la aparta de la simetría. No 
obstante, es a través de las observaciones de los objetos naturales, 
desde las moléculas hasta los planetas, como llegamos a nuestra no- 
ción de simetría geométrica. 


En la Sección 30.1.1 examinaremos la simetría reflexiva y su aplica- 
ción al trazado de gráficas. En la Sección 30.1.2 expondremos la idea 
de simetría rotacional, y en la Sección 30.1.3 daremos ejemplos de las 
combinaciones de las dos que ocurren en la naturaleza y en la geome- 
tría, y discutiremos brevemente la simetría de la traslación. 


30.1.1 Simetría reflexiva 


La simetría reflexiva se encuentra en las gráficas de algunas aplica- 
ciones y puede, con frecuencia, analizarse algebraicamente antes de 
trazar la gráfica, con lo cual se ahorra bastante trabajo. 
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30.1.1 


Discusión 
* * 


Ejemplo 1 
La gráfica de la función 


x—x?  (xeR) 


es simétrica respecto al eje y. Es decir, la gráfica tiene la misma for- 
ma a ambos lados del eje y. También podríamos decir que la gráfica 
tiene la misma altura a distancias iguales, a izquierda y derecha, del 
eje y o, más exactamente, que si el punto (xo,yo) se encuentra en 
la gráfica, entonces también se encuentra en la gráfica el punto 
(4, P0)- 


De la ecuación 


y =x 


diremos que es la ecuación de la gráfica. (Por supuesto, cualquier múl- 
tiplo de esta ecuación determina la misma gráfica.) m 


En la introducción a esta sección observamos que las ideas de sime- 
tría y aplicación están íntimamente relacionadas. 


Si aplicamos cada punto (x, y) del plano al punto (— x, y), entonces 
estaremos efectuando una reflexión en el eje y. Por ejemplo, 


(-3,2)—>(3, 2) 
(3, 2)—>(-3, 2) 
(3, -4)—>(-3, -4) 
(3, -4)—>(3, -4) 
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Ejemplo 1 


Tema principal 
Rh + * 


Nuestro criterio acerca de la simetría de una gráfica respecto al eje y 
se puede expresar en términos de esta aplicación que describe una re- 
flexión. En la aplicación 


(y) > (=x, y) (1%, y)eR?) 


el conjunto de puntos que constituyen la gráfica está aplicado sobre 
sí mismo. Es decir, el conjunto de puntos es un conjunto invariable en 
la aplicación reflexión. Podemos comprobar si existe o no la simetría 
mediante un análisis de la ecuación de la gráfica. Para ello, sustitui- 
mos x por — x y observamos si la ecuación se altera o no. Por ejemplo, 
la ecuación 


y =x 


se convierte en 


1.e. 


la ecuación se ha alterado por el cambio de x por —x. La ecuación 


y=x*-x 


se convierte 
y=(-3 —[-2) 
== 
y esta ecuación no es la misma ecuación original. 
La ecuación y = x? es la ecuación de una gráfica que es simétrica 


respecto al eje y; la gráfica cuya ecuación es y = x3 — x noes si- 
métrica respecto al eje y. 


Hasta ahora hemos conseguido dos cosas. Podemos decir si la gráfica 
de una ecuación es simétrica respecto al eje y; además, dada la ecua- 
ción de una gráfica, podemos encontrar la ecuación que corresponde 
a la reflexión de la gráfica en el eje y. Por ejemplo, ya encontramos 
que la ecuación de la reflexión de la gráfica de 


y=x— xXx 
es 
y=-x+x 
y y 
Xi mx xo 0 


En los ejemplos que hemos dado hasta ahora, las gráficas eran más 
bien fáciles y, sin necesidad de manipulaciones algebraicas, sabía- 
mos todos los detalles de sus simetrías. Es interesante ver que esta 
simetría se puede expresar algebraicamente. Tenemos, también, un 
motivo práctico; estaremos en capacidad de determinar si la gráfica 
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de una ecuación nueva o difícil es simétrica, sin que tengamos que 
dibujarla primero. 


Estamos extendiendo a expresiones algebraicas las ideas que tenemos 
de simetría. 


Ejercicio 1 
Determinar si la gráfica correspondiente a cada una de las siguientes 


ecuaciones es simétrica respecto al eje y o no. En todos los casos, 
xER. 


(1) y = cos x 
(ii) y =senx 
(iii) x? + y? =1 
(iv) x? + xy + y?=1 
(v) y = (x + 1)(x — 1) 
(vi) lx] + ly = 1 
(vii) y = cosx +senx 
(viii) y =sen?x. m 
Ejercicio 2 
¿Qué aplicación refleja los puntos del plano en la recta cuya ecuación 


es x = a? Usando esa aplicación, compruebe si la gráfica de cada una 
de las ecuaciones 


y=(x-a?, y +(x-a)=1 
es simétrica respecto a la recta cuya ecuación es x = a. E 
Hasta ahora hemos discutido únicamente la simetría alrededor del 
eje y o de rectas que son paralelas al eje y. Del mismo modo podemos 
analizar la simetría alrededor del eje x. Observemos que cada punto 


(x, y) quedará aplicado al punto (x, —y) mediante una reflexión en el 
eje x. En la aplicación 


(x, y) (x, y) (o y)ER?, 
encontramos, por ejemplo, que la ecuación 
y=x 
se convierte en 
=y= Sa 


de modo que la gráfica de y = x? no es simétrica respecto al eje x, 
y que la ecuación 


y=x?t=0 
se convierte en 

y? - x2=0, 
de manera que la gráfica de y? — x? = 0 es simétrica respecto al eje x. 
Ejercicio 3 
¿Cuáles de las ecuaciones del ejercicio 1 corresponden a gráficas que 
son simétricas respecto al eje x? E] 
Ejercicio 4 


¿Cuál es la aplicación que refleja los puntos del plano en la recta cu- 
ya ecuación es y = b? 7 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Discusión 
* * 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(3 minutos) 


MB30.1.1 


Otra operación simétrica muy común es una reflexión en la recta cuya Discusión 
ecuación es y = x. En esa reflexión, los puntos que forman los ejes sd 

x y y se intercambian, como se muestra en el siguiente grabado. La 

aplicación reflexión es la siguiente 


(6 y) (y,x)  ((x,y)€R2). 


Así, 
2 - 

Xx EX Ey = 3 
se trasforma en 

y? + yx + x?=3; 
por tanto, la gráfica correspondiente es simétrica respecto a la recta 
y = xk. 
Ahora bien, 

ya 
se convierte en 

x = y? » 
y, por tanto, la gráfica que corresponde a la ecuación y = x?* no es 
simétrica respecto a la recta y = x. 


Ejercicio 5 . Ejercicio 5 


z , ió : á A (2 minutos) 
¿Cuáles de las ecuaciones del ejercicio 1 tienen sus gráficas simétri- 


cas respecto a la recta cuya ecuación es y = x? A 

Ejercicio 6 Ejercicio 6 
ó á e E a . (3 minutos) 

¿Cuál es la aplicación que tiene la propiedad de reflejar el plano en la 

recta cuya ecuación es y = —x? a 

Ejercicio 7 Ejercicio 7 
; E s SR E (4 minutos) 

¿Qué puntos del plano permanecen invariables en las siguientes apli- add 

caciones? (Nota: Queremos saber cuáles son los puntos que, conside- 

rados individualmente, permanecen invariables; es decir, cuáles son 

los puntos (a, b) que se aplican a (a, b). Un conjunto de puntos puede 

ser invariable aun cuando los puntos del conjunto no lo sean.) 

(1) (x, y) (3) 

(11) (e, y) —— (x, — y) 

(111) (e, y) —— (, x) 

(iv) (2%, y) —((4 + 1)x + By + C, Ax + (B + 1)y + C) donde A, B, C son 
números reales. E (continúa en la página 9) 
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Solución 1 
Las gráficas que son simétricas respecto al eje y son las que corres- 
ponden a las ecuaciones siguientes: (i), (iii), (v), (vi) y (viii). | 
Solución 2 
Si x > a, la coordenada x debe disminuirse en 2(x — a). Six. < a; 
la coordenada x debe incrementarse en 2(a — x). En uno y otro caso 


podemos decir que la coordenada x debe incrementarse en 2(a — x). 
La aplicación es 


(e, y) (+ 2(a: — x);,y) 
1.e. 
(x, y) >Qa —x,y)  ((x,y)eR?). 


Otro modo de examinar este problema es el siguiente. Primero aplique- 
mos todo el plano mediante la aplicación 


Oy) (2 := 4, 5); 


que aplica la recta al eje y la recta cuya ecuación es x = a. Des- 
pués, para reflejar en el eje y, tenemos la aplicación 


(x, y) > (=x, y). 


Ahora tenemos que devolver cada cosa al lugar donde pertenece, de 
modo que, finalmente, aplicamos 


(x, y) (x + a, y). 
Combinando estas tres aplicaciones tenemos que 


(x, y) > (x — a, y) > (a — x, y)>(2a — x, y). 


La gráfica cuya ecuación es y = (x — a)? es simétrica respecto a 
la recta cuya ecuación es x =.a. La gráfica cuya ecuación es y? + 
(x — a) = 1 no.es simétrica respecto a dicha recta. 

y y 


Gráfica cuya ecuación es”) 
y=|x-a)? 
1 


Gráfica cuya ecuación es 
y?+(x-a)=1 


xy 


1*a 


Solución 3 

Las ecuaciones (iii) y (vi) corresponden a gráficas que son simétricas 
respecto al eje x. E 
Solución 4 

Razonando como en el ejercicio 2 obtenemos la aplicación 


(a, y)—>(,2b — y) (o y)eR?. ¡ S 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Solución 4 


Solución 5 


Los casos (iii), (iv) y (vi) son simétricos respecto a la recta cuya ecua- 
CIÓN eS y = x. A 
Solución 6 


(y) (Y) -X) (1, y) R?). 


Solución 7 
(i) Si (a, b) es un elemento invariable en la aplicación, entonces 
(a, b) == (—a, b) 


lo cual implica que a = 0. Así, los puntos que están en el mis- 
mo eje y son invariables en la aplicación. 

(ii) Los puntos que están en el eje x. 

(iii) Para que (a, b) sea invariable, se requiere que 


(a, b) = (b, a). 


Los puntos que están en la recta cuya ecuación es x = y son 
invariables. 
(iv) Para que (a, b) sea invariable, necesitamos que 


a=(4+l)ja+ Bb+ C 

b= Aa +(B + 1)b + C. 
Ambas ecuaciones equivalen a 
Aa+Bbhb+C=0 


y, así, son invariables los puntos que están en la recta Ax + 
By 3 € .=0, | 


(continuación de la página 7) 


La simetría respecto a la recta cuya ecuación es y = x ocurre en el 
trazado de las gráficas de las funciones inversas. Si f es una función 
uno a uno, f:A=+—>B, donde A,BC R, entonces f tiene una fun- 
ción inversa g:B-——>A. ¿Cómo están relacionadas las gráficas de f 
y g? Si observamos que las ecuaciones y = f(x) y x = g(y) dicen 
exactamente lo mismo y que, por tanto, tienen la misma gráfica, en- 
tonces es obvio que la gráfica que corresponde a la ecuación y = g(x) 
es la misma que la gráfica que se obtiene cuando se intercambian x y 
y en la ecuación y = f(x). Esto equivale a reflejar la gráfica de f en 
la recta cuya ecuación es y = x. 


En los siguientes diagramas mostramos: 
(i) La gráfica de la función 
A NS (xeR*?) 


reflejada en la recta y = x, que da lugar a la gráfica de la 
función 


M——>eXP Xx (xeR) , 
(y viceversa); 


(ii) La gráfica de la función 


>> 3 +5 (xeR) 
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Solución 5 


Solución 6 


Solución 7 


Tema principal 


k $* * 


reflejada en la recta y = x, la cual produce la gráfica de la fun- 
ción 


x—>Hx-—5)  (xeR) 


(y viceversa). 


Observaciones semejantes se usan en las aplicaciones que no son fun- 
ciones. La aplicación inversa se obtiene mediante la inversión del or- 
den de los elementos de los pares y el intercambio del dominio y el 
conjunto de las imágenes. Para una aplicación cuyos dominio y co- 
dominio son subconjuntos de R, esto corresponde a reflejar la gráfica 
en la recta cuya ecuación es y = x. 


Al comenzar esta sección mencionamos que el análisis de las sime- 
trías de una ecuación nos permite ahorrar mucho trabajo en el traza- 
do de la gráfica. El siguiente ejemplo es un caso extremo. 
Ejemplo 2 
Trazar la gráfica cuya ecuación es 

lx] + |yl + lx + yl + [x — yl = 3. 


A primera vista parece difícil. Ahora bien, ¿podemos descubrir alguna 
simetría? 


(i) Efectuando la aplicación 
(0, y) U—xY) (e y)ER?), 
que refleja la gráfica en el eje y, obtenemos la ecuación 
[=> + [y] + ]-x + y] + |=x = y] = 3. 
Esta es, precisamente, la ecuación original porque 
=xi=lx] y I-x+yY=|Ix-y y l-x=y=I|Xx+ yl. 


Por consiguiente, la gráfica debe ser simétrica alrededor del eje 
y, de modo que solamente necesitamos situar los puntos que es- 
tán a la derecha del eje y porque así podemos obtener los otros 
mediante una reflexión. 

(ii) Efectuando la aplicación 
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Ejemplo 


(x, y) (x, —y) ((x, y) e R?), 
que refleja la gráfica en el eje x obtenemos la ecuación 
a+ [e — y] + lx + y =3, 


que es nuevamente la ecuación original. Por tanto, la gráfica es 
simétrica respecto al eje x. Así, pues, basta situar los puntos 
que están en el eje y o a la derecha de él y que, al mismo tiem- 
po, se encuentran en el eje x o por encima de él, puesto que la 
reflexión en el eje x nos da todos los puntos que quedan a la de- 
recha del eje y, y después, como ya hemos visto, obtenemos los 
puntos restantes mediante una reflexión en el eje y. 
(iii) Efectuando la aplicación 


(y) > (Y x) (1%, y)ER?), 


que refleja la gráfica en la recta y = x, obtenemos, nuevamen- 
te, la ecuación original. Así, la gráfica es también simétrica res- 
pecto a la recta y = x, de modo que solamente necesitamos 
señalar aquellos puntos que están en la recta y = x o debajo 
de ella y que, al mismo tiempo, quedan en el eje x o por encima 
de él, puesto que, con reflexiones sucesivas, podemos señalar los 
demás puntos. . 


2y 


Solamente es necesario trazar 
la gráfica en esta región 


Ya casi estamos en condiciones de comenzar a señalar algunos puntos. 
Si un punto, de coordenadas (x, v), se encuentra en la “región de tra- 


zado” que hemos especificado, entonces sus coordenadas deben veri- 
ficar las condiciones siguientes: 


y>0  ((x, y) está en el eje x o por encima de él) 

y<x  ((x, y) está en la recta y = x o por' debajo de ella) 
esto es, 

0<y<x. 


Ahora, con esas condiciones, sabemos que 


|x| = x puesto que x>0: 

lyl = y puesto que y>0; 
lx + y| =x + y puesto que x>0,y>0: 
lx — y] =x — y puesto que x > y. 

Por consiguiente, en la “región de trazado” la ecuación se reduce a 
X+y+H(x+yN+(x—y)=3 

que no es más que 


3x+y=3. 
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Los pasos sucesivos del trazado de la gráfica son: 


(i) Trace la parte de la gráfica correspondiente a la ecuación 3x + 
y = 3 que se encuentra en la “región de trazado”: 


» 


(111) Refleje esta gráfica en el eje y: 


y 


x 


(iv) Refleje esta gráfica en el eje x para obtener la gráfica cuya ecua- 
ción es 
lx] +lyl +1[x + yl + |x — yl = 3. 


y 


x 


E 
Ejercicio 8 Ejercicio 8 
A A A , E d (5 minutos) 

(1) Si A es un conjunto que permanece invariable en las aplicacio- 


nes f y g; esto es, si 


FA)=A, — g(4)=4, 


demuestre que A es invariable en fo g y gof. (Suponga que f y 
g están definidas de tal manera que existen f o g y gof.) 
(ii) Suponga que ya ha descubierto que la gráfica de cierta ecua- 


ción es simétrica respecto al eje y y respecto a la recta y =x. 
¿Se sigue de ahí que la gráfica es simétrica respecto a la recta 
y = =x? al 


30.1.2 Simetría rotacional 


Las reflexiones no son las únicas operaciones posibles de simetría. En 
la introducción a este texto observamos que algunos conjuntos son 
invariables en las rotaciones. Consideremos los ejemplos siguientes. 


4 


Gráfica de y =x*-x trispeto molinete de cinco puntas 


Cada uno de estos tres objetos tiene simetría rotacional. 


En cada caso podemos pensar que hay una espiga en el “centro” de 
la figura y que la figura gira alrededor de la espiga como si ésta fuera 
un eje. Nuevamente estamos efectuando una aplicación del plano en 
sí mismo pero esta vez hacemos girar cada punto del plano un ángulo 
0 alrededor del “centro”. Lo primero que debemos observar es que, 
si Y = 2r, entonces todos los puntos son invariables. En otras pa- 
labras, un giro de 27 tiene, sobre cada punto del plano, el mismo efec- 
to que un giro de un ángulo 0. Obviamente, no hacemos diferencia en- 
tre estas dos rotaciones. 

Ahora bien, la primera figura también permanece invariable cuando el 
giro corresponde a un ángulo r, y esas dos Operaciones de simetría, 
las rotaciones correspondientes a los ángulos 0 y rm, son las dos úni- 
cas Operaciones distintas de simetría rotacional que admite la grá- 
fica. En este caso, el eje rotacional se llama eje de simetría biforme. 


En el caso del trispeto, las distintas rotaciones que mantienen inva- 

2x1 4r 
riable la figura son las que corresponden a los ángulos 0, 3 Y 3 esta 
figura tiene un eje de simetría triforme. 


El molinete es invariable en las rotaciones correspondientes a los án- 


21 4x1 6x 8n . a S ; 
y 7; tiene un eje de simetría penta forme. 


gulos 0 EA ys 


Por supuesto, el círculo es invariable respecto a cualquier rotación al- 
rededor de su centro. Los ejemplos anteriores solamente admiten un 
número finito de operaciones de simetrías diferentes. pero el círculo 
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30.1.2 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 14) 


MB30.1.2 
Solución 30.1.1.8 Solución 30.1.1.8 


(i) Tenemos que 


Uf > gy(4) = F(g(4)) 
=f(4) (4 es invariable en g) 


= A (A es invariable en f). 
Del mismo modo, 
(go f)(4) = A. 


(ii) Tal gráfica es invariable en cada una de las aplicaciones 
Fils) bx) (reflexión en la recta cuya ecuación es y = x) 
gx, y) (=x, y) (reflexión en el eje y), 


y se nos pregunta si se sigue que la gráfica es invariable en la 
aplicación 


hi (Y, 3). 
Tenemos que 
E nd 
82 f(x, y)——(-—y, x). 
Ninguna de estas compuestas es igual a h, pero 
go (fo 8g):(x, y)——(—y, —x) 
es h. Por tanto, según (i), el conjunto también es invariable en h. 


Podemos obtener este resultado gráficamente: 


4y 


Una reflexión en el eje y, seguida de una reflexión en la recta 
y = x, seguida de otra reflexión en el eje y, es lo mismo que 
una reflexión en la recta y = —x. 15 


(continuación de la página 13) 


admite un número infinito de ellas. Tiene un eje de simetría de for- 
mas infinitas. Cualquier teoría de la simetría que desarrollamos aquí 
comprenderá también este caso. 


«La simetría rotacional es muy común en los dibujos de la cerámica an- 
tigua y, también, en algunas obras arquitectónicas famosas, especial- 
mente en la torre inclinada de Pisa y en los rosetones góticos. 
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Rosetón de Chartres 


30.1.3 Simetrías combinadas 


En los ejemplos que hemos considerado hasta ahora nos hemos con- 
centrado en dos clases de simetrías (rotaciones y reflexiones) y, ade- 
más, los ejemplos han sido esencialmente de naturaleza bidimensio- 
nal: En esta sección daremos algunos ejemplos (que no han de ser 
necesariamente bidimensionales) de objetos geométricos y naturales 
que tienen un alto grado de simetría geométrica, generalmente de más 
de un tipo. Comenzaremos por analizar los llamados sólidos platónicos. 


Los sólidos platónicos se caracterizan porque, en todos ellos, se cum- 
ple que: 


todas las aristas tienen la misma longitud: 

todas las caras son congruentes (es decir. tienen la misma for- 
ma y las mismas dimensiones): 

dos vértices cualesquiera son indistinguibles; 

el único punto común que pueden tener dos lados cualesquie- 
ra es el vértice. 


MB30.1.2/30.1.3 


30.1.3 


Discusión 
* * 
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Los sólidos platónicos son: 


(i) el tetraedro regular 


(1i) el cubo 


(iii) el octaedro 


(iv) el icosaedro (cuyas caras son 20 triángulos equiláteros) 


(v) el dodecaedro (cuyas caras son 12 pentágonos regulares) 


Estos son los únicos poliedros regulares. 


Los sólidos platónicos no fueron descubiertos por Platón (428-348 
a. de C.). Se llaman así porque Platón asoció el tetraedro regular, el 
cubo, el octaedro y el icosaedro a los cuatro elementos, fuego, tierra, 
aire y agua, respectivamente. El dodecaedro lo asoció al universo. 


Si usted quiere construir modelos de los sólidos platónicos, encontra- 
rá al final de este libro unos diagramas recortables. 

Como podemos ver en la siguiente figura, que muestra esqueletos de 
radiolarios, los sólidos platónicos no tienen un origen puramente geo- 
métrico. 
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Platón 


Generalmente se acepta que al menos los cuatro primeros sólidos pla- 
tónicos fueron descubiertos en la observación de los cristales. 


Es claro que los sólidos platónicos poseen simetría respecto a la refle- 
xión y a la rotación. Consideremos el tetraedro. Denotaremos los vér- 
tices por V,, Va, Va y Va, y el “centro” (el punto que equidista de 


los cuatro vértices) por O. 


El tetraedro tiene 6 planos distintos de simetría (los planos de los 
triángulos OV,V,( * J)), 4 ejes distintos de rotación triformes 
(las rectas OV,), y 3 ejes distintos de rotación biformes (las bisectri- 
ces de los ángulos V,OV,( + j)). Aun así, no hemos mencionado 
todas las aplicaciones en las cuales el tetraedro es invariable. (Hay 6 
más, además de la aplicación identidad, que corresponden a las com- 
posiciones de una rotación alrededor de una recta, seguida de una re- 
flexión en un plano perpendicular a esa recta.) 


Determine usted los planos y los ejes de simetría de los otros sólidos 
platónicos. 
Examinemos ahora algo que es un poco diferente. 


(9) N (A 1 
yA ve. ELA uy 


G60”"na0o0gb00gtet2gao 
paood0oodoodo00o 
Diversos diseños semejantes a estos se utilizaron profusamente en la 
decoración del vaso griego que mostramos a continuación. 
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Estos últimos diseños difieren de todos nuestros ejemplos anteriores 
porque, en cada caso, la figura muestra únicamente una parte del 
diseño, que se supone se extiende indefinidamente por todo el plano. 
En estas circunstancias son posibles nuevas operaciones de simetría 
llamadas traslaciones. Los diseños son invariables si el plano sufre 
una traslación de ciertas longitudes en determinadas direcciones. Los 
papeles que se utilizan para decorar paredes y los que se utilizan para 
envolver regalos de Navidad son buenos ejemplos de (parte de) dise- 
ños que presentan simetría de traslación. La maestría de un buen di- 
seño radica frecuentemente en el hecho de ocultar la traslación. Véa- 
se, como ejemplo de esto, el artístico telón del National Film Theatre 
de Londres. 


y Ln 
=P 35 == 
uE 
A 


Observe que si un dibujo bidimensional admite una traslación y, ade- 
más, una reflexión o una rotación, entonces la imagen de una recta o 
de un eje de simetría, producida por una traslación, debe ser también 
una recta o un eje de simetría respectivamente. Más aún, mientras 
que una reflexión compuesta con sí misma es lo mismo que la aplica- 
ción identidad, donde cada punto del dominio permanece invariable, 
se tiene, por otra parte, que la composición de una traslación con sí 
misma siempre produce una operación de simetría nueva y distinta 
sobre el dibujo. 


30.1.4 Simetría algebraica 


Cuando expresamos una simetría geométrica en términos de aplicacio- 
nes, estamos convirtiendo en algebraica una situación geométrica. 
Que una circunferencia de centro en el origen permanezca invariable 
en una reflexión en el eje y, como vimos anteriormente, encuentra su 
contrapeso algebraico en el hecho que la ecuación 


ER yor <0 
permanece invariable en la aplicación 
(x, Y) ——(—x, y) ((x, y) € R?). 


Las ecuaciones y expresiones algebraicas pueden surgir en situacio- 
nes que no son geométricas, pero siempre podremos referirnos a la idea 
de simetría algebraica. Por ejemplo, la aplicación 
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Tema principal 
* * 


Xq HF X2 
Xy FP Xg 
xa Ma 
Xy HT? X4 
actúa de tal manera que la expresión . 
X1X2 + X3 — X4 


permanece invariable. Decimos que la aplicación es una operación de 
simetría en esa expresión particular; la aplicación describe la simetría 
de la expresión. 


Hay muchas operaciones de simetría en la expresión 
Xx + X2+X3 + Xa- 


(¿Cuántas?) Algunas de esas operaciones de simetría son también 
operaciones de simetría en la expresión 


(x, + X2) (X3 +X4). 
Esto es, el conjunto de las operaciones de simetría en la expresión 
(x, + X2) (3 + X4) 


es un subconjunto del conjunto de operaciones de simetría en la ex- 
presión 
Xy + X2 + X3 + Xa- 


Hemos visto que tanto la simetría geométrica como la simetría alge- 
braica se pueden expresar en términos de aplicaciones. Es la estruc- 
tura que obtenemos cuando efectuamos sucesivamente estas aplica- 
ciones la que nos lleva a la idea de grupo. De hecho, el concepto de 
grupo se originó de la investigación de las permutaciones y de la sime- 
tría algebraica. El matemático Galois (1811-1832) aplicó estas ideas 
al problema de encontrar una fórmula para las raíces de la ecuación 


ay + ayx + ax? + >. +4,x" =0. 


Los detalles no son sencillos pero, en líneas muy generales, lo que hizo 
Galois fue asociar un grupo a los coeficientes 4o,..., Un, Y después 
demostró que solamente se podría encontrar una fórmula para las raí- 
ces si el grupo poseía ciertas propiedades. Convirtió un problema de 
ecuaciones en un problema de teoría de grupos. Al mismo tiempo, di- 
rigió la aplicación de la teoría a la demostración de la imposibilidad 
de ciertas construcciones geométricas que habían desafiado a los ma- 
temáticos desde los tiempos antiguos. Galois logró escribir sus resul- 
tados la noche antes de su muerte (en un duelo) cuando contaba vein- 
te años de edad. 


30.2 EL ALGEBRA DE LA SIMETRIA 


30.2.0 Introducción 


Dada la riqueza de ejemplos de simetría, parece conveniente que 
aprendamos un poco más acerca de las propiedades de las operacio- 
nes de simetría. Una investigación de ese tipo nos ha de llevar al des- 
cubrimiento de cuatro propiedades que también encontramos en otras 
áreas y que nos motivarán a definir el concepto abstracto de grupo. 
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Evariste Galois 


30.2 


30.2.0 


Introducción 
* * 


Matemáticamente, no existe gran interés por un conjunto de opera- 
ciones de simetría, a menos que se pueda definir en él alguna opera- 
ción binaria. Cuando trazamos la gráfica correspondiente a la ecuación 


lx] + ly +1x + y] +|x — y] = 3 


utilizamos el importante concepto de la composición de reflexiones, es 
decir, aplicábamos una reflexión después de otra; es precisamente la 
composición la que nos permite combinar las Operaciones de simetría. 


En la Sección 30.2.1 examinaremos la simetría del trispeto y del trián- 
gulo equilátero. En la Sección 30.2.2 discutiremos las propiedades que 
se desarrollan en la Sección 30.2.1; por fin, en la Sección 30.2.3 defi- 
niremos la palabra grupo. 


30.2.1 Dos ejemplos 


Los tipos de operaciones de simetría que hemos mencionado hasta 
ahora están descritos en términos de aplicaciones del espacio que con- 
tiene una figura dada sobre sí mismo. Si vamos a considerar todas las 
Operaciones de simetría posibles, debemos ser más precisos en cuanto 
a la clase de aplicaciones que vamos a admitir. Nuestra actual noción 
de simetría se basa en nuestra experiencia física, y las aplicaciones 
que se adaptan a nuestra experiencia física son las que tienen la pro- 
piedad de no alterar las longitudes y los ángulos; tales aplicaciones 
se llaman trasformaciones “rígidas” porque preservan la distancia 
entre dos puntos cualesquiera del dominio. Entonces, formalmente di- 
remos que una operación de simetría aplicada a una figura en un es- 
pacio es una aplicación “rígida” del espacio en sí mismo de manera 
que también se aplica la figura a sí misma; esto es, en tal aplicación, 
la figura es invariable. Cuando introdujimos las rotaciones, descubri- 
mos la necesidad de poder determinar cuándo dos operaciones de si- 
metría tenían el mismo efecto final. Cuando tienen el mismo efecto 
final, queremos considerarlas como la misma operación de simetría, 
de modo que otro concepto que necesitamos especificar con precisión 
es el significado de igualdad de Operaciones simétricas. 


En el caso general de las rotaciones, consideramos iguales las rota- 
ciones de O y 27 porque en ambos casos el punto general (x, y) se apli- 
ca a sí mismo. Del mismo modo las rotaciones de r y 37 se pueden 
tomar como iguales porque, en ambas, (x, y) ——>(—x, —y). A prime- 
ra vista parecería que una conveniente definición de igualdad podría 
ser que, si S y T son operaciones simétricas, entonces S = T si, y 
solamente si, S y T tienen el mismo efecto sobre todos los puntos del 
espacio. Ahora bien, no nos interesa el espacio que rodea la figura, si- 
no la simetría de una figura particular. Por ejemplo, consideremos un 
segmento de recta que se encuentra en el plano determinado por la 
página, como se muestra en la siguiente figura. Podemos reflejar el 
plano en un eje que contiene el segmento de recta y, aunque ningún 
punto del segmento se mueve, los puntos del plano se mueven cierta- 
mente. 


En este caso nos interesa la simetría del segmento de recta, de modo 
que queremos considerar que esta reflexión particular es igual a la 
Operación de simetría que aplica cada punto a sí mismo, porque am- 
bas tienen el mismo efecto final sobre el segmento. Por consiguiente, 
definimos que dos operaciones de simetría S y T efectuadas en una 
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Discusión 
* 


Definición 1 


hh *. $" 


figura (o en una expresión algebraica) son iguales si, y solamente si, 
la imagen de cada punto de la figura (o la imagen de la expresión) pro- 
ducida por S es la misma que la producida por T. Si S y T son igua- 
les, escribimos S = T. 


Hay un modo sencillo de facilitar la visualización de las operaciones 
de simetría geométrica. Piense que la figura dada se encuentra en una 
caja. Suponga que sacamos la figura de la caja, efectuamos una 0pe- 
ración de simetría sobre la figura y la volvemos a colocar en la caja. 
Para poder determinar si dos operaciones de simetría son iguales, ro- 
tulamos cada punto saliente de la figura antes de efectuar la opera- 
ción de simetría y, después, observamos la nueva posición. 


Por ejemplo, analicemos la simetría del trispeto. Primero observemos 
la figura del trispeto rotulado colocado en su caja. 


Ahora, cuando efectuemos una operación de simetría, sacaremos el 
trispeto y lo volveremos a colocar en la caja. Dos operaciones de sime- 
tría son iguales si los rótulos quedan en la misma posición final cuan- 
do aplicamos cualquiera de las operaciones a una misma posición ini- 
cial. Así, las distintas operaciones de simetría corresponden a las 
distintas maneras de colocar nuevamente en la caja el trispeto rotu- 
lado. Las siguientes figuras muestran las tres maneras posibles en 
que, a partir de la posición central, podemos colocar nuevamente el 
trispeto en su caja. 


C 


Se suele denotar por la letra e la operación de simetría que no cambia 
ningún punto de la figura. En el caso del trispeto hemos llamado S 
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y Ta las otras dos operaciones de simetría, pero no hemos tenido nin- 
guna razón particular para usar esas letras. Observe que e, T y S co- 

; , 27  4n g 
rresponden, respectivamente, a las rotaciones de 0, Ed y = en el mis- 
mo sentido del movimiento de las agujas de un reloj, alrededor de un 
eje perpendicular al plano del trispeto y que pasa por el centro de la 
figura. 


Ahora, la operación que se define en el conjunto de aplicaciones 
le, T, S| es la composición de aplicaciones. Recuerde que, cuando 


escribimos S + T, queremos denotar el resultado que se obtiene cuan- 
do primero se aplica T y, después, se aplica S. Comenzando con un 
trispeto rotulado como el de la izquierda, podemos calcular rápidamen- 
te el resultado de S > T. 


POSTEO 
PE o P 


SoT=e 


Observe que el resultado final es el mismo que si se aplicara e a la 
primera figura y que no importa cuál sea la posición inicial escogida; 
esto es, So T = e. Podemos considerar cada una de las siguientes 


eoS,eoT,Soe, Toe,SoT,ToS,evoe,SoS, ToT. 


Es conveniente disponer los resultados en forma de tabla. Convenimos 


en que S o T se encuentra en la intersección de la fila S con la colum- 
na T. (Observe que, en este caso, tenemos una tabla simétrica; la com- 


posición de rotaciones es conmutativa.) 


En la tabla notamos que cada uno de sus elementos es, precisamente, 
una de las operaciones de simetría originales. ¿Es obvio que la compo- 
sición de dos operaciones de simetría es, a su vez, una operación de 
simetría? Por definición toda Operación de simetría aplica el espacio 
en sí mismo y deja invariable la figura. Así, si realizamos dos Opera- 
ciones de simetría, una tras otra, el efecto final continúa aplicando el 
espacio en sí mismo y deja invariable la figura; en consecuencia, la 
composición es una operación de simetría. 


Note también que cada operación de simetría aparece una y solamen- 
te una vez en cada fila y en cada columna de la tabla. 


Como un segundo ejemplo, examinemos la simetría de un triángulo 
equilátero. Pensemos, nuevamente, en un triángulo colocado en su ca- 
ja. Rotulemos los puntos salientes (digamos los vértices) y, después, 
enumeremos los distintos modos en que podemos colocar el triángulo 
en su caja. Hay 3 rotaciones distintas alrededor del centro del trián- 
gulo, y 3 reflexiones distintas alrededor de las medianas (trazadas con 
líneas de puntos en la siguiente figura). 
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También aquí hemos denotado por e la operación de simetría que “no 

produce cambio” (la identidad). Las rotaciones en el mismo sentido 
E 4 : , 277 

que el movimiento de las agujas de un reloj correspondientes a EN y 


4rT : ; 
3 se han denotado por R, y Ra, respectivamente; las reflexiones en 


las medianas son S,, S2, S3. Las rotaciones y las reflexiones se 
pueden relacionar entre sí de manera que se produzcan las 36 posibles 
composiciones que se registran en la tabla. Es obvio que, en estas cir- 
eunstancias, la tabla es esencial. 


Observése que la parte de la tabla que aparece en color es la misma ta- 
bla del trispeto. Hemos usado R, en vez de T, y R2 en vez de S. El 
resto de la tabla se obtiene de manera semejante. Por ejemplo, si efec- 
tuamos dos veces seguidas la misma reflexión, el triángulo queda in- 
variable. Esto es, 


SioS, =S,0oS, =S30S3=. 


Aquí, la composición de dos reflexiones es una rotación, y la composi- 
ción de una rotación y una reflexión es una reflexión. Nótese que, en 
este caso, la composición no es conmutativa; por ejemplo, 


R¡+S,=8, 
S,oR, =S), 
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de modo que 


R¡0S, 4 S,oR,. 


Ejercicio 1 
Escriba la tabla de simetría de 


(i) un rectángulo; 
(1i) un cuadrado. E 


30.2.2 . Propiedades de las tablas de simetría 


En esta sección extraeremos ciertas propiedades que aparecen en las 
cuatro tablas de simetría que vimos en la sección anterior (las tablas 
correspondientes al trispeto, al triángulo equilátero, al rectángulo y al 
cuadrado). Estas propiedades son comunes a todas las tablas de si- 
metría y nos llevan al concepto más general de grupo. 


(i) La composición de dos Operaciones de simetría es, a su vez, una 
Operación de simetría. En otras palabras, el conjunto de las ope- 
raciones de simetría de una figura es cerrado respecto a la ope- 
ración de composición. 

(ii) La operación de simetría e tiene la propiedad siguiente: 


Soe=e0o0S=58, 


para toda operación de simetría S, y siempre pertenece al con- 
junto de todas las operaciones de simetría de una figura dada. 

(iii) Cada fila (y, por su parte, cada columna) de la tabla contiene 
una sola vez todas las operaciones de simetría. 


Estas observaciones, como veremos, tienen muchas consecuencias. 


Primero, se sigue que la operación de simetría e aparece exactamente 
una sola vez en cada fila y en cada columna. Esto significa que, para 
cada operación de simetría a, podremos encontrar alguna operación 
de simetría b tal que ac b = e, y una operación de simetría c tal que 
coa = e. De hecho, en estas cuatro tablas podemos observar que 
b = c. Una vez que hayamos establecido un conjunto de axiomas so- 
bre los cuales podamos establecer nuestras demostraciones, podremos 
demostrar que este resultado es de carácter general. 


Una segunda consecuencia es que podemos suponer que cualquier 
operación de simetría, a por ejemplo, define una aplicación f del con- 
junto de operaciones de simetría 4 en sí mismo. Por ejemplo, podría- 
mos utilizar la operación de simetría a para definir la aplicación 


RESF=>a0 8 (Se $). 


Por ejemplo, en la tabla del triángulo equilátero, la Operación de sime- 
tría a = R, define la aplicación tal que 


LR ve = Ry 
> Ry e Ri =R; 
Ri Ryo Ry =€ 
SR 08 =8S> 
DER = Sy 


Sa ao: Sa 23 Sas 
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(continúa en la página 27) 


MB30.2.1 
Solución 30.2.1.1 Solución 30.2.1.1 


(i) Rectángulo 


AB [AA] [AB] fa 78 

E E fl Ae E "bd 

Po bb 

a A 

6 E o aj la Bl leo D 
Si denotamos por e la operación que “no produce cambio”, por 
R, la rotación en el mismo sentido que el movimiento de las 


agujas de un reloj, y por S¡ y Sz, las dos reflexiones, como se 
muestra en la figura, obtenemos la tabla: 


(ii) Cuadrado 


[s ]s2 [ss [sa 
pD Cc BA Cc B A BD 


A B c_ D D_A BOC 
Denotando por e la operación que “no produce cambio”, y deno- 


T 31 
=, Tn, — por R,, R 
A 
y R;, respectivamente, y las reflexiones por Si, S2, S3 y Sa, 
como se muestra en la figura, obtenemos la tabla: 


tando las rotaciones correspondientes a 


cie Lx EKS LS 
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Nuevamente, la parte de la tabla que aparece en color muestra los re- 
sultados de combinar pares de rotaciones. Por ejemplo, una rotación 


T z ES 3 : Ea 
de 5 y, después, una rotación de 5, es equivalente a una rotación de 


T esto es, 
RjoR, = R3. 


También aquí la composición de dos reflexiones es una rotación, y la 
composición de una rotación y una reflexión es una reflexión. pl 


(continuación de la página 25) 


Que cada operación de simetría ocurra exactamente una vez en la fila 
a de la tabla, significa que la aplicación asociada con a es una fun- 
ción uno a uno del conjunto de operaciones de simetría en sí mismo 
(es decir, el conjunto imagen es igual al dominio). Puesto que una fun- 
ción uno a uno se puede considerar como una reordenación del con- 
junto de operaciones de simetría, comúnmente se llama permutación. 
En el ejemplo del triángulo equilátero, se reordenó la lista 


e, Ri, Ra, Si, S2, S, 
mediante la permutación para producir 
R¡,R,, €, S3,S,, S2. 


Una propiedad que no se hace obvia en la tabla es la asociatividad de 
la composición*. Sin embargo, en la Unidad 23, Algebra lineal II, Sec- 
ción 23.2.3, se mostró que la composición de funciones es una ope- 
ración binaria asociativa. 


Dos observaciones más, aunque no son de fundamental importancia 
para el proceso de la abstracción del concepto de grupo, contienen, 
sin embargo, ideas esenciales para el estudio de la simetría y de los 
grupos. 


(i) El subconjunto |e| del conjunto de Operaciones de simetría 
de una figura es cerrado respecto a la composición puesto que 
ese = e. El subconjunto je, R;¡, R2| del conjunto de ope- 
raciones de simetría del triángulo equilátero es también cerrado 
respecto a la composición. 

(ii) En el caso del trispeto, si solamente pudiéramos usar la opera- 
ción de simetría T, podríamos, por medio de la composición de 
T' con sí misma, producir todo el conjunto de Operaciones de si- 
metría. En efecto, ToT =SyTo(To T) = e. Se dice, enton- 
ces, que la operación de simetría T genera el conjunto de opera- 
ciones de simetría del trispeto. 


Si tratamos de hacer lo mismo en el triángulo equilátero, nos daremos 
cuenta que no existe una operación de simetría que genere las de- 
más, pero podremos escoger dos de ellas que, conjuntamente genera- 


*Existe un modo de comprobar visualmente si existe o no la asociatividad en una ta- 
bla dada de grupo. Si a usted le interesa ese tema, lea a M. Bruckheimer y J. V. 
Scott, “Testing for Associativity”, in Mathematics Teaching, 45 (1968), 44. 
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rán todo el conjunto. Esto es, si escogemos, por ejemplo, S, y Ri, 
entonces 


R¡oR,¡ =R) 
R¡>(R¡>Ri)=8 
R¡>oS, =$ 
S,¡oR,¡=S8» 


y, así, S, y R;, conjuntamente, generan el conjunto de operaciones 
de simetría. 


Más generalmente, decimos que un subconjunto % del conjunto de 
operaciones de simetría Y de una figura genera todo el conjunto e, 
si, para cada S E Y podemos expresar S como una composición de 
elementos de %. Un modo de estudiar los conjuntos de operaciones de 
simetría y, más generalmente, los grupos, consiste en estudiar los sub- 
conjuntos que los generan. Por ejemplo, el conjunto de operaciones de 
simetría del triángulo equilátero se caracteriza porque existen dos 
operaciones de simetría, Si y Ri, tales que 


R, o R; o Ri =e 
y 
Si o Si; =, 
y, además, S, y Ri, generan todo el conjunto. 


Ejercicio 1 
Encontrar todos los subconjuntos de los conjuntos de operaciones de 


simetría del trispeto, del triángulo equilátero, del rectángulo y del cua- 
drado que son cerrados respecto a la composición. | 


Ejercicio 2 


¿Cuál es el menor número de operaciones de simetría necesarias para 
generar el conjunto de operaciones de simetría del 


(i) rectángulo; 
(ii) cuadrado? A 


A los matemáticos les llevó largo tiempo la ordenación de las observa- 
ciones que acabamos de hacer, y su organización de modo que se pu- 
diera realizar un verdadero estudio de la simetría. El primer gran pa- 
so consiste en aislar las cuatro propiedades fundamentales que hemos 
tratado como axiomas. A partir de ahí, podemos deducir información 
acerca de las operaciones de simetría o acerca de cualquier otro con- 
junto que verifique los axiomas. 


30.2.3 El concepto de grupo 


De todas las observaciones que hemos hecho en la última sección y 
que se refieren a las propiedades de las tablas de simetría, se pueden 
considerar como básicas las cuatro siguientes; éstas se pueden tomar 
como punto de partida para investigar todas las otras propiedades. 


(i) Si a y b son operaciones de simetría, entonces a o b es una ope- 
ración de simetría, (clausura). 
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Tema principal 
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(ii) Si a, b y c son operaciones de simetría, entonces 
(as bjoc = ac (bo c) 


(asociatividad). 
(ini) Existe una operación de simetría, e, tal que 


adobe =4=€04 


para toda operación de simetría a 
(e es la operación de simetría identidad). 

(iv) Dada una operación de simetría cualquiera a, podemos encon- 
trar una operación de simetría b tal que 


aob=e 


(b es una inversa de a). 


Así, pues, las cuatro ideas básicas son clausura, asociatividad, iden- 
tidad (o elementó neutro) y elemento inverso. Ninguna de estas ideas 
es nueva; ya hemos visto muchos ejemplos de ellas en otras partes de 
este curso. Ahora reuniremos estas cuatro ideas y examinaremos la 
nueva estructura. 


Ahora definimos un grupo (G, +) como un conjunto G dotado de una 
operación binaria > definida en él y que verifica las propiedades si- 
guientes: 


(1) e es cerrada; 
(1i) o es asociativa; 
(11i) existe un elemento identidad (o elemento neutro) e E G tal que, 
para todo a E G, 


4d0e=4=€04; 


(iv) para cada elemento a E G, existe un elemento inverso b EG 
tal que 


4.0 b= e. 


Más adelante demostraremos que, en cualquier grupo, solamente hay 
un elemento identidad y que, para cada elemento del grupo, hay un 
solo inverso. Si G tiene un número finito de elementos, digamos n, de- 
cimos que tenemos un grupo finito de orden n; en caso contrario, te- 
nemos un grupo de orden infinito. 


Hasta ahora hemos considerado grupos de operaciones de simetría con 
la operación binaria de composición. 


Ahora consideraremos otros conjuntos y otras operaciones. Como sue- 
le suceder, lo más fácil es comenzar por pensar en números. En los nú- 
meros tenemos toda clase de operaciones. Comencemos por la adición. 
El conjunto de los números reales es cerrado respecto a la adición, y 
la adición es una operación asociativa. ¿Qué podemos decir acerca de 
un elemento identidad? ¿Existe algún número real e tal que 


a+e=a=ex+a 


para todo número real a? Es obvio que tenemos un elemento identidad: 
e = 0. ¿Existen los inversos? Dado un número real cualquiera a, ¿po- 
demos encontrar un número real x tal que 


02 
El inverso de a es —a, para todo a € R. 


Así, el conjunto de los números reales tiene, respecto a la operación 
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(continúa en la página 30) 


Solución 30.2.2.1 
Trispeto Solamente el subconjunto trivial |e;. 
Triángulo equilátero (e, R,,R,), (e, S1), le, S2), (e, Sah, (es. 


Rectángulo En la notación usada en la solución 30.2.1.1, son cerrados 
los subconjuntos: 


(e, Ry), (e, S,), (e, Sa), (e). 


Cuadrado Usando también la notación de la solución 30.2.1.1, tene- 


mos 
[e, Ri, Ra, Ra), e, Ra, Si, Sa), [e, R, S3, Sa), Le, R3)» 


fe, S,), [e, S2), (e, S3), (e, Sa), (e). Ln 


Solución 30.2.2.2 


(i) Para generar el conjunto de operaciones de simetría del rectán- 
gulo necesitamos, al menos, dos operaciones de simetría. Por 
ejemplo, S; y R, pueden servir para ello porque podemos ob- 
tener los otros elementos de la siguiente manera 


Si¡oS,¡=e 
S¡oR, =85. 


(ii) El conjunto de operaciones de simetría del cuadrado se puede 
obtener también por medio de dos operaciones de simetría, Ri 
y S¡ por ejemplo. 


Tenemos que 


R¡oR, =R,) 
RR AB,=Rs 
R¡+S, =84 
S¡oR,=S;3 
Lai te 
+8, =€ a 


AAA ———= 


(continuación de la página 29) 


de adición, las mismas cuatro propiedades que, respecto a la opera- 
ción de composición, tienen nuestros conjuntos de operaciones de si- 
metrías. Esto es, (R, +) es un grupo. Ahora este tema se vuelve mu- 
cho más importante. Probablemente la mejor medida de la importancia 
de un tema matemático es su generalidad: el objetivo de su aplica- 
ción. El gran matemático G. H. Hardy* escribió “...una idea mate- 
mática es verdaderamente importante si se puede relacionar, de una 
manera clara y natural, con un complejo conjunto de otras ideas ma- 
temáticas”. Desde ese punto de vista, estas ideas que estamos discu- 
tiendo se encuentran entre las de mayor importancia matemática. Esa 


*G. H. Hardy, A Mathematician's Apology (Cambridge University Press, 1967). 
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importancia se hace patente desde el momento en que aislamos las 
cuatro propiedades de las operaciones de simetría, las desnudamos de 
toda asociación externa y consideramos la estructura matemática abs- 
tracta así revelada. 


Ejemplo 1 


Consideremos nuevamente los números reales pero, esta vez, con la 
Operación de multiplicación. La identidad es 1; el inverso de a es 
l/a, a 4 0. Puesto que debemos tener un inverso para cada elemen- 
to del conjunto, tenemos que excluir el cero de nuestro conjunto. Sa- 
bemos que la multiplicación es cerrada y asociativa en el conjunto de 
los números reales diferentes de cero. Esto es, (R*U-R=, X) es un 
grupo. | 


Ejercicio 1 
Investigue si son grupos: 


(1) el conjunto de los números racionales respecto a 


(a) la adición, (b) la multiplicación; 
(ii) el conjunto de los números naturales, 11, 2, 3,...|, respecto a 
(a) la adición, (b) la multiplicación. a 
Ejercicio 2 


En cada uno de los casos siguientes confirme que la estructura es un 
grupo. 


(i) El conjunto de los números complejos dotado de la adición. 
(ii) El conjunto de los números complejos, sin el cero, respecto a la 
multiplicación. 
(ii) El conjunto de todas las matrices m X n (para algún m y algún 
n dados) respecto a la adición de matrices. 
(iv) El conjunto de todas las traslaciones de los puntos de un plano, 
respecto a la composición de traslaciones. | 


Ejercicio 3 
(i) Sugiera un conjunto conveniente de matrices que, dotado de la 
multiplicación de matrices, sea un grupo. 
(ii) Tomando como conjunto subyacente todos los vectores geomé- 
tricos de un plano, ¿obtenemos un grupo con la operación de 
(a) la adición de vectores, (b) el producto interno, (c) la multi- 
plicación por un escalar” 
(iii) Demostrar que, para un n dado, el conjunto de todas las solu- 
ciones de la ecuación 2" = 1 forma un grupo respecto a la mul- 
tiplicación de números complejos. a 
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Ejercicio 2 
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Ejercicio 3 
(4 minutos) 


Solución 1 


(1) 


(11) 


El conjunto de todos los números racionales forma un grupo, 
respecto a la adición, donde el cero es la identidad y —p/q es 
el inverso de p/q. El conjunto de todos los racionales diferen- 
tes de cero forma un grupo respecto a la multiplicación. En este 
caso, el número 1 es la identidad y q/p es el inverso de p/a, 
px 0,q 0. El número 0 carece de inverso y, por tanto, no 
podremos obtener un grupo a no ser que excluyamos el cero. El 
producto de dos racionales diferentes de cero es, a su vez, un 
racional diferente de cero; por consiguiente, la multiplicación es 
una operación cerrada. 

Este conjunto no forma grupo con ninguna de las dos operacio- 
nes. En el caso de la adición, no hay identidad (y, por tanto, 
carece de sentido el examen de los inversos). En la multiplica- 
ción, la identidad es 1, pero no hay inversos. pen 


Solución 2 


(1) 


(11) 


(111) 


(iv) 


La adición de números complejos es cerrada y asociativa. 

El elemento identidad es el 0. 

El inverso de z es —z. 

(Véase la Unidad 27, Números complejos 1.) 

La multiplicación de números complejos diferentes de cero es 
cerrada y asociativa. 

El elemento identidad es el 1. 

El inverso de z(2 % 0) es 1/2. 

(Véase la Unidad 27.) 

La adición de matrices m X n es cerrada y asociativa. 

El elemento identidad es la matriz m X n nula. 

La inversa de A es — 4. 

(Véase la Unidad 23.) 

La composición de traslaciones es cerrada y asociativa. 

La identidad es la traslación cero, que corresponde a 0. 

La inversa de la traslación que corresponde a q es la traslación 
que corresponde a —4. 

(Véase la Unidad 22.) 


Solución 3 
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(1) 


(ii) 


; a 0 
El conjunto de todas las matrices de la forma | l a 0, es 
uno de esos conjuntos. 0 a 


rela ale Le aa) 
o allo Bj Lo ag 
donde a *0y 6 + 0=>a8B 4 0, de modo que la multi- 


plicación es cerrada y, como ya “sabemos, la multiplicación de 
matrices es asociativa. (Véase la Unidad 23.) 


1 


. a 0 l/a 0 
La inversa de es 3 
0 a 0  1/a 


(a) El conjunto de los vectores geométricos es un grupo respec- 
to a la adición de vectores. Los axiomas de un espacio vec- 


1.0 
La identidad es . | 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


torial abstracto incluyen los axiomas de grupo respecto a 
la adición de vectores. 
(b) En el producto interno no existe la clausura; en efecto, el 
producto interno no es un vector sino un escalar. 
(c) Esta multiplicación ni siquiera es una operación binaria en 
el conjunto de los vectores. 
(111) Si 2, y 22 son dos soluciones de la ecuación, entonces 


a=1 Y LZ=l 


Ahora bien, (2,z,)” = 225 = 1, de modo que la multiplica- 
ción es cerrada. 
Es asociativa porque la multiplicación de números complejos es aso- 
ciativa. El número 1 es una solución y es, además, la identidad del 
conjunto. Además, si 


| 
z¡=1, entonces 7, *0 y [7 => = ¡e 
1 da 


; ' e 1 . 
Así, para cada 2, existe un inverso — en el conjunto. ES 
21 


Que, como acabamos de ver, haya ejemplos de grupos en la aritmética 
ordinaria de los números, nos sugiere que muy bien puede suceder 
que los grupos sean un fundamento de mucha de la matemática que 
hemos visto hasta ahora. Esta conjetura se refuerza con los ejemplos 
de los ejercicios 2 y 3. Por supuesto, los números reales tienen una es- 
tructura más rica que la de grupo: para comenzar, basta observar que 
tienen más de una operación definida en ellos, pero esto no es sufi- 
ciente para considerar que la idea de grupo es despreciable en ellos. 
Con frecuencia sucede que uno desea simplificar una estructura, en 
cierto sentido: discutiendo, por ejemplo, solamente una faceta de esa 
estructura. Esta es la clase de procedimiento que adoptamos en nues- 
tro desarrollo del álgebra lineal. Cuando discutimos los vectores geo- 
métricos, definimos dos operaciones básicas: la adición de vectores 
y el producto interno. Los conceptos de longitud, ángulo y distancia 
están unidos al producto interno pero, sin embargo, los dejamos a un 
lado cuando convertimos los vectores geométricos en espacios vecto- 
riales abstractos. Tomamos solamente la adición de vectores y la mul- 
tiplicación por un escalar e investigamos a dónde nos llevaban. Y, co- 
mo acabamos de ver en el ejercicio 3, los vectores forman un grupo 
respecto a la adición de vectores. De modo que lo que esencialmente 
hicimos fue sacar un grupo de la estructura de los vectores geométri- 
cos y desarrollar la idea de dimensión, etc., usando precisamente es- 
ta estructura de grupo combinada con los números reales. Fue un gru- 
po de una clase especial porque la adición de vectores es conmutativa 
y nosotros no exigimos la conmutatividad en la definición general de 
grupo. 

Así, un espacio vectorial es esencialmente un grupo (conmutativo) 
combinado, en cierta manera, con los números reales (o quizás con al- 
guna otra estructura que tenga las mismas propiedades que los nú- 
meros reales). 


Estamos en un punto interesante del desarrollo de la teoría de grupos. 
Desde este punto en adelante podemos considerar el estudio de los 
grupos a la luz de diversas consideraciones. Hemos definido la estruc- 
tura abstracta de grupo: es un conjunto dotado de una operación que 
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Discusión 
y) Y 


verifica cuatro propiedades particulares. Podríamos tomar esto como 
punto de partida del desarrollo de una rama de la matemática abstrac- 
ta. Es posible también que alguien se vea inclinado a investigar los 
grupos porque su campo de estudio lo lleve a ello. Por ejemplo, la cris- 
talografía tiene especial interés en la teoría de grupos y la incorpora a 
su estudio para que le sirva de ayuda en su propio trabajo. Es obvio 
que la cristalografía no busca en la teoría de grupos una pieza de ma- 
temática pura, sino que la utiliza como una herramienta de gran utili- 
dad. La idea de grupo también es de interés para los sicólogos. Por 
ejemplo, hay una escuela de pensamiento que sostiene que existe un 
paso claramente marcado en el desarrollo del niño cuando la idea de 
un inverso se manifiesta por sí misma. ; 


Cualquiera que sea la actitud que uno adopte, es seguramente bien 
notable que es mucho lo que debe derivarse de estos cuatro sencillos 
axiomas. 


30.2.4 Otros ejemplos 


Antes de desarrollar los axiomas y de hacer algunas observaciones 
acerca de los grupos en general, daremos algunos otros ejemplos de 
grupos. También introduciremos el concepto de subgrupo. 


Ejercicio 1 


¿Cuáles de las siguientes tablas representan un grupo? Si la tabla no 
representa un grupo, determine un axioma que no se cumple. 


(i) o 4 BC D (ii) o] 4 B C D 
A|D C B A AJA B ED 
BIC DAS BID A B € 
CIB A DE EIC D AB 
DIA BED DIB CE DA 

(iii) | 4 B C D (im. J4 BC DE 


a 
Ona 
A Y y Y 


Sos 
DOGO 
QO ñ»h 2 UU 


NOD s”» 
x 0-3 6 
GS xXx mu OA 
A. Ey 
Nav 


(Nota. Si usted cree que, porque no aparece la letra e, no es posible 
que estas tablas representen grupos, recuerde que hemos convenido 
en denotar, generalmente, la identidad por e, pero no importa cuál sea 
el símbolo que se utilice para representarla. Examine si algún otro ele- 
mento desempeña el papel de e en estas tablas.) ES 


En la parte (i) del ejercicio 1 tenemos una tabla de grupo que, esen- 
cialmente, es la misma que la tabla de grupo del rectángulo; la única 
diferencia consiste en que hemos usado letras diferentes. Para todos 
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30.2.4 


Ejemplos ' 


* 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Discusión 
* * 


nuestros intentos y propósitos tenemos el mismo grupo. ¿Cómo pode- 
mos identificar los grupos que son esencialmente diferentes? 


Uno de los primeros problemas de la teoría de grupos es la clasifica- 
ción y enumeración de los grupos diferentes. 


Un primer paso es establecer el número de elementos que tiene el gru- 
po. Á este número lo llamamos orden del grupo. Así, los grupos de 
Operaciones de simetría del trispeto, del triángulo equilátero, del rec- 
tángulo y del cuadrado son, respectivamente, de orden 3,6,4y8; el 
conjunto de los números reales dotado de la adición es de orden infi- 
nito. Podemos tener un grupo cuyo orden sea un número natural cual- 
quiera. Por ejemplo, el grupo de las operaciones de simetría de un mo- 
linete de n picos es de orden n. Hay exactamente n rotaciones posi- 
bles: las rotaciones correspondientes a 


2n 4x1 Ón 2(n — 1)7 


O, —. + ¡0600.63 
n RR K n 
n=1 n=2 n=3 


Molinetes de n picos 


Es inmediata la pregunta siguiente: Dado un entero positivo n, ¿Cuán- 
tos grupos diferentes existen cuyo orden sea n? No se conoce la res- 
puesta del caso general. Por supuesto, tenemos que precisar lo que 
significa “grupos diferentes”; esto lo haremos en la Unidad 33, Gru- 
pos II, cuando hablemos acerca de los morfismos de un grupo en otro. 
No obstante, podemos observar que los grupos de operaciones de si- 
metría de un rectángulo y de un molinete de cuatro picos, que damos 
a continuación, son, en cierto sentido razonable de la palabra, “dife- 
rentes”. Una razón es que el grupo del rectángulo requiere dos Opera- 
ciones de simetría para su generación, mientras que el grupo del mo- 
linete se puede generar con una sola operación; así, los dos grupos 
tienen estructuras diferentes. Obsérvese, además, que, para el rec- 
tángulo, g -g = e, cualquiera que sea el elemento g del grupo, lo cual 
no ocurre en el grupo del molinete. 


Je RS T e [e A BRSG 
¿BN 
ete R ST e [e ASBRG 
BRASR- 2. T $ A|A-: BEIGE 
So. Pe. R Bi|B :C: e A 
A EU-C e EB 
Grupo del rectángulo Grupo del molinete de 4 picos 
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(continúa en la página 36) 


Solución 1 


(1) 


(11) 


(111) 


(1v) 


Esta tabla representa un grupo. Si cambiamos los símbolos de 
acuerdo con la aplicación 


A—> 8) 
BS, 
C—>R, 
D—>E 


la tabla se convierte en la misma que obtuvimos en el ejercicio 
30.2.1.1 para las operaciones de simetría del rectángulo. 

Esta tabla no representa un grupo. Falta la identidad; aunque 
A parece ser la identidad (véase la línea superior de la tabla), es, 
sin embargo, una identidad a la izquierda pero no lo es a la de- 
recha. Así, por ejemplo, 


BoA AX B. 

Esta tabla no representa un grupo. Carece del elemento iden- 
tidad. 
Esta tabla no representa un grupo, E es el elemento identidad, 
la operación es cerrada y existen todos los inversos, pero la 
operación no es asociativa. Por ejemplo, 

Ao(BoC)=A>»A=E 
pero 

(Ao B)oC=CoC=B. a 


(continuación de la página 35) 


El grupo del “molinete” es un ejemplo de un tipo de grupo que ocurre 
frecuentemente y que llamamos grupo cíclico; es generado por un solo 
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Solución 1 


Definición 1 


+ + * 


elemento y se caracteriza por la simetría rotacional. En general, el gru- 
, z ) 27 4x 6n 
po de rotaciones correspondientes a los ángulos 0d —,—,—,..., 


2n — 17 m- mA 
= - se llama grupo cíclico de orden n y se denota por C». 


Las operaciones de simetría rotacional de la flor que se muestra en la 
figura anterior forman un grupo cíclico de orden 5, (3 


En el ejercicio 30.2.3.3 encontramos un ejemplo de un grupo cíclico de 
orden n: el conjunto de las raíces complejas de la ecuación 


con la operación de multiplicación de números complejos. 


También surge un grupo cíclico cuando se consideran las Operaciones 
de simetría de la molécula del peróxido de hidrógeno. Esta molécula 
está formada por dos átomos de oxígeno y dos átomos de hidrógeno 
dispuestos simétricamente, según se muestra en la figura. 


z 


La molécula se aplica a sí misma en las rotaciones de 0 y Tr alrededor 
del eje z y, por tanto, las operaciones de simetría de la molécula for- 
man un grupo cíclico de orden 2. Tenemos la siguiente tabla de grupo: 


ee  R 
ele R 
RIR e 


donde R denota una rotación de un ángulo r alrededor del eje 2. 


Un tipo diferente de simetría es el que presenta la molécula de agua. 
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Esta es una molécula plana; contiene dos átomos de hidrógeno y un 
átomo de oxígeno dispuestos como se muestra en el diagrama. 


z 


Igual que la molécula del peróxido de hidrógeno, esta molécula tiene 
operaciones de simetría rotacional correspondientes a ángulos de OU y 
r (alrededor del eje x). También podemos reflejar la molécula en el 
plano xz y podemos reflejarla en el plano xy que es el plano que con- 
tiene los tres átomos. Esta molécula tiene la siguiente tabla de grupo: 


donde usamos S, y S2 para denotar las reflexiones, y R¡ para de- 
notar la rotación correspondiente al ángulo r. Ya habíamos encontra- 
do este grupo con anterioridad; es el grupo de simetría del rectángulo. 
(Observe que, cuando consideramos la simetría del rectángulo, etc., 
no tuvimos en cuenta el plano de la figura como un plano de simetría; 
no era de interés. Sin embargo, para un químico, sí es de interés que 
una molécula sea plana; ese hecho le dice que las vibraciones de la 
molécula son simétricas respecto a su plano y, en consecuencia, con- 
sidera este plano como un plano de simetría e incluye en el grupo la 
reflexión correspondiente.) El grupo de simetría de la molécula de 
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agua se llama grupo cuatro de Klein (en honor del matemático ale- 
mán Félix Klein (1849-1925)). 


Un ejemplo un poco más complicado es el de la molécula de cloruro de 
metilo. Esta molécula contiene tres átomos de hidrógeno, un átomo de 
carbono y un átomo de cloro dispuestos como se indica en el diagrama. 


a 


Los átomos de hidrógeno ocupan los vértices de un triángulo equilá- 
tero. Los átomos de carbono y de cloro se encuentran sobre una recta 
que pasa por el centro de este triángulo. Así, la molécula tiene un eje 
de simetría triforme (el eje 2) y tiene también 3 planos verticales de 
simetría (cada uno de los cuales contiene el eje 2 y un enlace C—H). 


Su tabla de grupo es la misma del grupo de simetría del triángulo equi.- 
látero que discutimos en la Sección 30.2.1. 


$51 S S Ri Rie 


, , 2x dr 
R¡ y R2 denotan las rotaciones correspondientes a 3 y 3» respec- 
tivamente, alrededor del eje 2; S,, S, y S3¿ denotan las reflexiones 


en los tres planos de simetría. 


Así, pues, podemos discutir la simetría de las moléculas en términos 
de la simetría de las figuras geométricas, y viceversa. Esto no es par- 
ticularmente sorprendente pero hemos conseguido darle un fundamen- 
to matemático a este hecho. En cada caso, la estructura simétrica (la 
molécula de agua y el rectángulo, el cloruro de metilo y el triángulo 
equilátero) se expresa matemáticamente mediante un grupo abstracto: 
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Félix Klein 


un conjunto que, en estos casos, tiene 4 ó 6 elementos que se pueden 
combinar de ciertas maneras. Cuanto podamos deducir del grupo abs- 
tracto se puede aplicar a cualquier situación en la cual se manifieste 
físicamente. 


Antes de terminar esta sección, señalaremos una idea que utilizare- 
mos en la segunda unidad dedicada a grupos. Examinemos otra vez 
la tabla de grupo del triángulo equilátero. En la parte izquierda su- 
perior de la tabla encontramos esta disposición. 


Vemos que |e, R,, R2|, con la operación del grupo, forma, a su vez, 
un grupo. Es un subgrupo del grupo principal. 


Un subgrupo de un grupo es un subconjunto que, a su vez, es un gru- 
po (respecto a la misma operación del grupo principal). ¿Cómo compro- 
bamos los subgrupos? Podemos, por supuesto, comprobar que se veri- 
fican los cuatro axiomas de grupo. Sin embargo, esto es un desperdicio 
de trabajo. Sabemos, por ejemplo, que la operación binaria es asocia- 
tiva. 


Ejercicio 2 


Demostrar que, para cualquier grupo, un subconjunto forma un sub- 
grupo si se verifican los axiomas de clausura y de los inversos. E 


30.2.5 Propiedades de los grupos 


No es posible (ni deseable) intentar en este curso el desarrollo de nin- 
gún tratamiento sistemático de la teoría de grupos, pero es interesan- 
te examinar algunos resultados ilustrativos de nuestro enfoque y mé- 
todos. 


Para evitarnos tener que volver atrás, enumeramos nuevamente los 
cuatro axiomas de grupo. 


Un conjunto G dotado de una operación + (que denotaremos por 
(G, +), como es usual) es un grupo si 


(i) o es cerrada; 
(ii) o es asociativa; 
(iii) 3,V,goe=e0g=8 (e€G,g€G) 


e es el elemento identidad de G; 
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Definición 2 


 * * 


Ejercicio. 2 
(4 minutos) 


30.2.5 


Tema principal 
$ * 


liv) dado un elemento cualquiera g E G, 
3, goh=e (he G) 


h es el inverso de g. 


(Los símbolos 3, y V, se introdujeron en la Unidad 17.) 


Aunque hemos tenido alguna práctica, durante este curso, para con- 
seguir deducciones a partir de un conjunto de axiomas, no podemos 
decir que nos hemos familiarizado con esos procesos. Ese es un arte 
que se tiene que aprender en matemática. En nuestro caso actual, te- 
nemos cuatro axiomas particularmente sencillos que tienen mucho en 
común con los números reales y, con frecuencia, podemos usar esa 
semejanza como base intuitiva de un argumento formal. Todo lo que 
sigue se refiere a algún grupo dado (G, o). 


Hay un punto que es necesario aclarar desde ahora. En el axioma (iv) 
hemos usado la identidad, mencionada en el axioma (111), para definir 
los inversos; para ello, hemos supuesto que e es único. En realidad, 
ese es el caso, y ahora lo demostraremós como un sencillo ejemplo de 
la “manipulación de axiomas”. 


Ejemplo 1 

PROPOSICION 1 

En todo grupo hay un elemento identidad único. 
DEMOSTRACION 


Supongamos que hay dos elementos identidad, e y f. Entonces, si g es 
un elemento cualquiera de G, tenemos 


eg =fo0g = (axioma (111)). 
En particular, si tomamos g = f, tenemos que 
e of = aj = Fe 


Ahora bien, hemos supuesto que f es una identidad, de modo que, por 
el axioma (iii), tenemos que 


asf =e 


de donde 
e = Le | 


Este resultado justifica que en el futuro nos refiramos al elemento 
identidad de un grupo. 


Ejemplo 2 


En la aritmética ordinaria, si a es el inverso de b, entonces b es el in- 
verso de a. Este resultado se puede probar también aquí. 


PROPOSICION 2 


Si g, es el inverso de g, entonces g es el inverso de 81. 


DEMOSTRACION 


Nos dicen que g, es el inverso de g, de manera que 
8981 € (axioma (iv)) 
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Ejemplo 2 


(continúa en la página 42) 


Solución 30.2.4.2 
Sea H el subconjunto del grupo, y sea o la operación binaria. 


De los cuatro axiomas de grupo, sabemos que H es cerrado y que cada 
elemento tiene su inverso; no necesitamos comprobar la asociatividad. 
Así, el único trabajo que, en realidad, tenemos que efectuar es de- 
mostrar que H contiene el elemento identidad. Supongamos queh € H 
y que h, es el inverso de h; entonces, hí; E Hyh<hi E H, puesto 
que H es cerrado. Ahora bien, h+h, = el elemento identidad y, por 
tanto, H contiene la identidad. A 


(continuación de la página 41) 


g,, a su vez, tiene un inverso g2 (axioma (iv)), y 


(80 8g1)282 = €” 82 


= 8, (axioma (iii)) 
Ahora, 
go(81- 82) = 29? (axioma (iv)) 
=8g (axioma (iii)) 
Ahora bien, 


(82 21)-22 = 8- (81 82) (axioma (ii)) 


de modo que 


2 £2 
lo cual prueba que el inverso de g, es 2 = 8. | 
Generalmente el inverso de g se denota por £ o por g”!. La nota- 


ción g7! tiene una desventaja: parece que representa el inverso mul- 
tiplicativo de un número real. Por otra parte, se usa corrientemente 
en la teoría de grupos; además, continuamente ocurre en matemática 
que se utilizan distintas notaciones para representar una misma cosa, 
y también una notación para cosas diferentes. (Ya hemos visto que se 
suele escribir AB como el “producto” de dos matrices, A y B, aun 
cuando la multiplicación de matrices no tiene algunas de las propie- 
dades de la multiplicación ordinaria de números.) Usaremos la nota- 
ción g7!, 5 


Ejercicio 1 
Demostrar las proposiciones siguientes: 


(1) PROPOSICION 3 


ll 


a” e 16 
(SUGERENCIA: Utilice la proposición 2.) 
(11) PROPOSICION 4 


El inverso de g es único. Lal 
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Discusión 


* * 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Como en toda la matemática, el arte de la demostración a partir de 
unos axiomas se aprende únicamente con la práctica, y es improbable 
que usted haya tenido bastante práctica anteriormente. Aun en la geo- 
metría tradicional de la enseñanza secundaria, que es lo que más cer- 
ca esta del método que aquí empleamos, existen diagramas y figuras 
que no solamente sugieren lo que hay que demostrar sino que frecuen- 
temente indican el método de demostración. 


Desafortunadamente, en la teoría de grupos, por lo general carecemos 
de sugerencias acerca de lo que tenemos que probar y del modo en que 
podemos hacerlo. Esto se debe a la inexperiencia; dentro de poco tiem- 
po aprenderemos a aprobar (o a refutar) las conjeturas y aun a esta- 
blecer algunas. 


Los ejercicios que siguen se proponen para la adquisición de práctica. 


Cuando tenga necesidad de recurrir a la solución dada en el texto, es 
conveniente que, además, pasado algún tiempo, trate de resolver nue- 
vamente el ejercicio sin necesidad de usar la solución. Por lo menos, 
usted debe indicar en cada paso de la solución cuál es el axioma o la 
proposición que se ha aplicado. 


Ejercicio 2 
(i) Demostrar que 
(geh)? =h"!0g71, 


(ii) Demostrar que la ecuación g ox = h, donde g y h son elemen- 
tos conocidos de G, tiene solución única. ¿Cuál es la solución? 


Aunque hemos dado algunas justificaciones intuitivas a los cuatro 
axiomas que hemos escogido para los grupos, la verdadera justifica- 
ción radica en el desarrollo histórico de la teoría de grupos. 
Esta escogencia de axiomas no es necesariamente la única. Podría- 
mos, por ejemplo, sustituirlos por estos tres axiomas: G es un conjun- 
to en el cual está definida una operación binaria o tal que 


(G1) + es cerrada; 

(G2) es asociativa; 

(G3) las ecuaciones gox = h y y og = h tienen soluciones únicas 
en G, para todos g, h E G. 


Los cuatro axiomas se pueden deducir de estos tres y viceversa. 


Se dice que los axiomas Gl, G2, G3 son equivalentes a nuestro con- 
junto original de axiomas. Hay muchos sistemas diferentes equiva- 
lentes de axiomas de grupo. Los cuatro axiomas que hemos escogido 
son, probablemente, los más convenientes para trabajar con ellos. 


Cuando los matemáticos encuentran un conjunto de axiomas, dos de 
las preguntas que se formulan, y procuran responder, son las siguien- 
tes: 


¿Qué sucede si se agregan otros axiomas adicionales? 
¿Qué sucede si eliminamos alguno de los axiomas? 


En el primer caso, el axioma más importante que se suele añadir es 
para cualesquiera 2,.22€G,2,> 2 =8>>8, 
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Discusión 
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Ejercicio 2 
(5 minutos) 
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Solución 1 Solución 1 


(i) En la proposición 2 hemos demostrado que un inverso de g”' 
es g, lo cual significa que 


e 
Tenemos, entonces, que 
Pi=* qq... 


(ii) Observe que generalmente nos referimos al inverso de g, aunque 
de una manera prematura. Nuestras demostraciones han sido 
lícitas porque no han tenido necesidad de usar el inverso. Aho- 
ra demostraremos que cada elemento de un grupo tiene un in- 
verso único. 


Sean g7! y £ dos inversos de g; entonces, 
g 


gog”!'=go0g=€e (por la definición de inverso) 
y 

g log=g0g=€ (por la parte (i) de la solución 1) 
Entonces, 

gg o(geg"')=8g"*>o(g08) 
es decir, 

(g71og)og”! =(g87*0g)o8g (axioma (ii)) 
esto es, 

eog!=e0f8g (proposición 3) 
o 
g=p4 (axioma (iii)) 3 

Solución 2 Solución 2 


(i) (geo h)o(h7!og7!) = ((goh)oh”*)og”? 
= (go(hoh”!)og”! 


= (goeJog”” 
=g0g"' 
= €. 


Por tanto, h7 log”! es el inverso de g + h y, puesto que el inver- 
so de un elemento es único, 


(ge h)”?* E htagal, 
(ii) Supongamos que existen dos soluciones x, y x2; entonces, 


gox, =g0xXx=h 
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de donde 


g lo(gex,)=g"!o0(gox,) 
Le. 


Log)ox, =(g7log)ox, 


eox, =e€0x, 


(g 


Xj = X>. 


La solución se obtiene de 


gx =h 
de donde 
glo(gox)=g"'oh 
1.e. 
lg"*ogjox=g"!0h 


co == 0h 
de modo que 
Xx =g"loh 


y, por tanto, la solución única es 97! 0h. |] 


A —_——__—__——_—_ —_———J—JJJJJJJ—JJzz A 
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con el cual se requiere que + sea conmutativa en G. Tales grupos se 
llaman grupos conmutativos o grupos abelianos (en honor del mate- 
mático escandinavo Niels Henrik Abel (1802-1829)); Abel influyó de- 
cisivamente en el curso y en el contenido de la matemática aunque 
murió antes de los treinta años. (Observe, por otra parte, que no todos 
los matemáticos que se interesan en la teoría de grupos mueren jó- 
venes.) 


En el segundo caso, los axiomas que se suelen eliminar primero son 
los que se refieren a la identidad (llos axiomas (iii) y (iv)). Queda, en- 
tonces, una Operación binaria que es cerrada y asociativa en G y a 
la cual se le da el nombre de semigrupo. Aunque es una estructura muy 
general, ha adquirido últimamente una gran actividad por su impor- 
tancia, entre otras cosas, en la teoría del “lenguaje” que se utiliza en 
la programación de computadores. 


30.2.6 Permutaciones y el teorema de Cayvley 


En la teoría de grupos hay algunos resultados elementales pero que son 
de gran trascendencia. En esta última sección de la unidad analiza- 
remos uno de ellos: el conocido como teorema de Cayvley. 


En la Sección 30.2.2 vimos que una operación de simetría define una 
aplicación del conjunto de operaciones de simetría en sí mismo. Como 
observamos allí, cada operación de simetría aparece una vez y sola- 
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Definición 1 
$ * + 


Niels Henrik Abel 


30.2.6 


Tema principal 
* * 


mente una vez en cada fila de la tabla, de manera que la aplicación es 
uno a uno y se puede considerar como una reordenación del conjunto 
de operaciones de simetría. Tal función recibe el nombre de permu- 
tación. 


En la Sección 30.2.2 usamos como ejemplo el grupo de simetría del 
triángulo y vimos que el elemento S, definía una permutación p, 
donde 


p:e H=—>R,oe =R), 
p:R¡—>R¡oR; =R) 
p:R¿—>R¡oR)=é 
p:S, —>R¡9S, =8, 
p:S¿ —R¡9 8, =8, 
p:S3 -——>R¡ +83 =8S,) 
Podemos hacer lo mismo en un grupo general (G, +). Un elemento da- 


do h se puede usar para definir una aplicación p, de G en sí mismo, 
donde 


Pr:28>hog (g e G). 
Podemos usar los axiomas de grupo para demostrar que esta aplica- 
ción es uno a uno. En efecto, si p, aplica los elementos g y gi a la 
misma imagen, entonces ho g y ho g, han de ser iguales y, entonces, 
h7%o (ho g) = h7%o(hog,) 
de donde 
(h71oh)og =(h7*oh)o g, 


1.e. 
as g= 04987 


£ == Ebe 


Así, pues, pr aplica elementos distintos del grupo a elementos dis- 
tintos del grupo y la aplicación es uno a uno como asegurábamos. 


Más aún, podemos demostrar que la imagen de G producida por la 
aplicación p, es G puesto que, para cualquier elemento g € G, 


pa:h7! og ho(h"? o g) = 8. 


Así, cada h nos proporciona una aplicación p, que es una aplicación 
uno a uno de G en sí mismo, esto es pr(G) = G; de manera que Pp 
es una permutación que nos da una reordenación del conjunto G. 


Ejercicio 1 


Demostrar que, si h y k son elementos de G, entonces las aplicaciones 
Pn y p» son distintas. a 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Dadas dos permutaciones Pn, px de un grupo (G, >) podemos com- 
binarlas por medio de la composición para obtener 


Ph Px:8 => ho (ko g) (g € G). 


(Utilizamos para denotar la composición en el conjunto de las per- 
mutaciones, para distinguirla de la operación definida en G. Puesto 
que 

ho (ko g) = (ho k)o g 
tenemos que 


Ph Pxk= Phok- 


De modo que combinar los elementos de G equivale a combinar las co- 
rrespondientes permutaciones. Esto es, la función 


Pp: ——>p, (ge G) 


es un morfismo de (G, +) en el conjunto de las permutaciones de G, 
con la composición de funciones. 


(8, 1) > g oh 


(Pe> Pr) Py? Pr = Pech 


Por el ejercicio 1 sabemos que cada g Corresponde a un pz diferente, 
de manera que este morfismo es un isomorfismo; esto es, lo único que 
sucede es que se cambia el símbolo con que se representa cada ele- 
mento de G. Así, el conjunto de todas las permutaciones asociadas a 
los elementos de un grupo (G, +) forma un grupo (respecto a la compo- 
sición), que es isomorfo con (G, >). Tenemos el teorema siguiente. 


TEOREMA 


Sea (G, >) un grupo; entonces, (G, >) es isomorfo al grupo de permu- 
taciones en G, respecto a la composición. 


Ejemplo 1 


Dado un conjunto cualquiera, podemos considerar el conjunto de to- 
das las reordenaciones. (No requerimos que el conjunto sea un grupo.) 
Una reordenación está definida por una permutación que es una fun- 
ción uno a uno que aplica el conjunto sobre sí mismo. (Por “sobre sí 
mismo” queremos decir que el conjunto imagen, en la función, es igual 
al dominio de la función.) Dos permutaciones se pueden combinar por 
medio de la composición y el conjunto de todas las permutaciones es, 
entonces, un grupo. Podemos verificar este aserto de la manera si- 
guiente: 


(i) La combinación de dos permutaciones tiene el efecto de reor- 
denar el conjunto dos veces: el resultado sigue siendo una reor- 
denación del conjunto original; con lo cual, la combinación de 
dos permutaciones es uria permutación (clausura). 

(1i) La composición de funciones es asociativa (asociatividad). 

(iii) Si e es la permutación que aplica cada elemento a sí mismo. en- 
tonces 


eof=foe=f 


para toda permutación f (identidad). 
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Ejemplo 1 
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MB30.2.6 
Solución 1 Solución 1 


Para que dos funciones f y g sean iguales, deben tener el mismo domi- 
nio y, además, f(x) = g(x) para todo x del dominio. Para pr y px te- 
nemos, por ejemplo, 


pre) = h 
y 
pue) = k 
y, por tanto, p» Y Pp» NO SON iguales. || 


TA A——É—KÉQK QQ 
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(iv) Para cada permutación f existe una permutación f7' que es la 
inversa de la función f, y tal que 


fof=e ' 


(inversos). 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 
Considere un conjunto de cuatro elementos AAC DY 


El número total de reordenaciones que se pueden hacer de las cuatro 
letras es 24. El grupo completo de permutaciones de cuatro objetos 
contiene 24 elementos. Podemos ver inmediatamente que este grupo 
debe tener un subgrupo de seis elementos porque podemos considerar 
todas las permutaciones que se obtienen cuando D permanece invaria- 
ble. Tenemos, entonces, todas las posibles reordenaciones de A, By C 
que ya sabemos que producen un grupo de seis permutaciones. Del 
mismo modo, podemos considerar como elemento fijo Ao Bo C y ob- 
tendremos otros tres grupos de seis permutaciones. | 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
Considere la expresión ació 
X1X2X3 + Xa, 
donde cada x representa algún número real. 
La permutación definida por 
(1, 2, 3, 4) ——(4, 1, 2, 3) 
i.e. 
1—>4, 2 1, etc., 
se puede considerar como una aplicación de esta expresión en 
XXX + Kar 
que no es la misma expresión original. La permutación definida por 
(1, 2, 3, 4) ——(2, 1, 3, 4) 
aplica la expresión original a 
XX E 


que sí es la misma expresión original. De las 24 reordenaciones de 
(1, 2, 3, 4), algunas producen la expresión original y otras no. Encuen- 
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tre las que dejan invariable la expresión original. Demuestre que for- 
man un grupo; escriba su tabla de grupo. 


El grupo se llama grupo de simetría de la expresión. La simetría tiene 
aquí el mismo significado que tiene en su uso geométrico: la expresión 
se aplica a sí misma mediante una permutación del grupo de si- 
metría. mm 


Para que veamos por qué es tan importante y útil este concepto de 
permutación, haremos las observaciones siguientes. Supongamos que 
el grupo G que estamos considerando contiene un número finito de 
elementos, digamos n, y escribamos los elementos de G en una fila así: 


Dian Bl 


Si efectuamos la permutación Pe, donde g E G, entonces las imáge- 
nes producidas por esta aplicación son 


(82 81,80 82,-..,80 8), 


que es alguna de las reordenaciones de los elementos Digas + En. ¿ALO 
ra bien, todas las reordenaciones de la lista (g,,..., £n), y no sola- 
mente las que corresponden a aplicaciones tales como Pz, se pueden 
efectuar si consideramos la lista como un vector que multiplicamos por 
una matriz permutación cuyos elementos son solamente ceros o unos 
dispuestos de tal manera que en cada fila y columna no hay más que 
un 1. Por ejemplo, 


07 1.0 


(81 g2 g3)[0 O 1 = (83 8, 82). 
100 


No es difícil creer (aunque no ofreceremos aquí ninguna demostra- 
ción) que toda permutación de n símbolos se puede considerar como 
una matriz permutación n X n de esta forma, y que estas matrices 
forman un grupo respecto a la multiplicación. Ampliando el campo de 
la credulidad podemos ver que todo grupo se puede considerar como 
un grupo donde cada elemento es una matriz permutación. Es precisa- 
mente esta idea la que nos lleva a la teoría de la representación de 
grupos que utiliza métodos matriciales para abordar los grupos abs- 
tractos. 


Combinando el resultado del ejemplo 1 con el teorema de la página 47 
obtenemos el 


TEOREMA DE CAYLEY 
Todo grupo (G, +) finito de orden n es isomorfo a un subgrupo del 
grupo de todas las permutaciones de un conjunto de n elementos. 


En realidad hemos demostrado un teorema más general que el de Cay- 
ley; no es necesario imponer, como restricción, que el grupo sea finito. 
Tenemos el teorema siguiente: 


TEOREMA 


Todo grupo (G, >) es isomorfo a un subgrupo del grupo de todas las 
permutaciones del conjunto G. 


La importancia de este teorema es su universalidad. Todo grupo pue- 
de ser considerado como un grupo de permutaciones; si estudiamos 
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A Solución 2 
La expresión queda invariable en las permutaciones siguientes: 

es(1,2.3,4)==>+(L, 23,4) 

a:(1,2,3,4)——>.(2, 3,1, 4) 

b:(1, 2, 3, 4)——(3, 1, 2, 4) 

e:(1,2, 3,4) (1, 3,.2, 4) 

d':(1, 2, 3,4) ——(2, 1,.3, 4) 

F1,2,3,4——(3, 2, 1,4) 
En la permutación a, 

l —= 2 

2 > 3 

3 => 1 

4 —> 4 


En la permutación c, 
l == 1 
2 > 3 
3 > 2 
4 —> 4 
Puesto que en la permutación cea, 
l == 3 
2 —> 2 
3 —> 1 
4 —> 4 
1.e. ca: (1,2, 3, 4) —> G, 2, 1, 4); 
de modo que c+a =f. 
La tabla de grupo es 
ea beds 


ele a bcdf 


ala b e f e d 
blb e.a d $ € 
cie df e a b 


did f c b e a 


if e da be 


(Recuerde que a > b significa que primero hay que efectuar la permu- 
tación b y, después, la permutación a; recuerde también que el elemen- 
toaosb va en la fila a, columna b.) 


Esta tabla no es más que una nueva versión de las operaciones de si- 
metría del triángulo equilátero; lo único que ha cambiado es el sím- 
bolo con que se denota cada elemento. 7 


e Ha 
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los grupos de permutaciones, estamos estudiando teoría de grupos. Es 
decir, estudiando lo particular (los grupos de permutaciones) estamos 
estudiando lo general. 
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Revisando nuestro trabajo, vemos que hemos recorrido un largo cami.- 
no: comenzamos con unas ideas sencillas de la simetría que se obser- 
va en el trazado de las gráficas y en el mundo que nos rodea; después 
se hizo una observación, un análisis y una abstracción hasta que ob- 
tuvimos los cuatro axiomas de grupo. Trabajamos un poco con los 
axiomas y demostramos un resultado notable, el teorema de Cayley. 


Es posible que usted haya encontrado difícil la matemática abstrac- 
ta. Esto parece ser la mayor dificultad de esta clase de álgebra. El ál- 
gebra exige mucho pensamiento pero no implica la necesidad de una 
gran habilidad operatoria. Es posible que una demostración consista 
únicamente en la asociación de dos ideas pero la organización de es- 
tas dos ideas es extraordinariamente difícil al principio. El álgebra, 
liberada de su anterior condición que la reducía a sólo una aritmética 
simbólica, es una materia nueva con nuevos modelos de pensamiento, 
que requiere tiempo para llegar a ser dominada. 
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MB30.2.6 
Diagramas recortables 


Para hacer los sólidos platónicos, recorte los diagramas siguientes y 


dóblelos por todas las aristas interiores. Después, utilice cinta adhe- 
siva. 
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AUS A 
A y 
4 E 


En ñ 


MANE Es 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


01004 0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación 1 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II! — Prueba 
Probabilidad y estadística Il 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal II 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos Il 
Grupos 1 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos H 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 


